LOGICA PROPOSICIONATL

Introduccion

Podemos considerar la légica como ciencia y técnica a la vez. Técnica
porque estd relacionada con la destreza para interpretar el razonamiento co-
rrecto y criticar el razonamiento incorrecto y ciencia porque investiga,

desarro-
lla y establece los principios fundamentales y provee los métodos para
distinguir el razonamiento correcto del incorrecto.
Razonar es un proceso mental mediante el cual se llega a establecer
una conclusién, que se basa en una o mas proposiciones supuestas o acep-
tadas

previamente llamadas premisas,( postulados, axiomas) que constituyen el
punto

de partida del proceso.

En general, la ciencia de la légica se interesa por las relaciones legitimas
que puedan encontrarse entre proposiciones supuestas o aceptadas y otras
inferidas como conclusiones de las primeras. Las posibilidades que ofrece la
l6gica es que partiendo de verdades se pueden obtener nuevas verdades.
Sélo estudiaremos la 16gica relativa a las proposiciones y por tal motivo, este
tema, recibe el nombre de Légica Proposicional, y distinguiremos dos

tipos de
valores de verdad, que anotamos V o F, o bien, 1 6 0.

Definicién

Una proposicién u oracién declarativa, es una frase del lenguaje usual
a la cual

se le puede asignar un valor de verdad ( V o F ) sin ambigiiedad. Las
anotaremos

con las letras p, q, r, s, ...., etc.

Para poder decidir si estamos frente a una proposicién, basta preguntar

., Es verdadero o falso que ...... ?

Ejemplos:

a) 0<1 es una proposicién verdadera

b) ;. Qué hora es 7 no es proposicién

c) 24+3=6 es una proposicién falsa

d) Verde no es proposicién

e) i Uf, qué calor ! mno es proposicién

f) Los gatos ladran de noche  es proposicién falsa

g) 20.92.96.21 = 920 5 una proposicién falsa

h) (24b)*> =44 b2 es una proposicién falsa

i) vV at4+b* = a + b es una proposicién falsa

i) i No! no es proposicién

Ejercicio 1.-



1.- Indique cual de las siguientes oraciones son proposiciones

a.-
b.-
C.-
d.-

€.-

)
)

Ud. estd haciendo un curso de matematica ..
El dijo la verdad.

iMe duele mucho la cabeza!

Si llueve, me resfrio

La Légica es ciencia exacta.

., Que pasé ?

Ruanda es un pafs caribeno

Carlos Fuentes es un musico mexicano
Cincuenta

Hugo Chavez es Presidente de Venezuela — ....................

Camilo Cela es Premio Nobel de Literatura ...
i Ay!

(Z;*) Esgrupo abeliano

No sé si vendra

51 es un nimero primo
Misa en Re - mayor de Mozart

24 =38

Ayer

Thomas Mahn es un escritor Inglés .

2.- Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones

1 en un niimero primo .

[a+Db]?=a%+b? .

" La Ciudad y los Perros " es una obra

de Mario Vargas Llosa. ..
00=1 .

1001 es un nimero primo
"L a Coral" es una de las nueve sinfonias

de Beethoven

Haver estd bién escrito

J. M. Balmaceda fue un Presidente de

Chile

41200 _

-8>-2
El lago O” Higgins estd en la X region .o,
5 es multiplodel

Todos los nimeros distintos de 0 dividen

all

-2t=16

2 X + 1 = 4 no tiene solucién enterra i



©

Las proposiciones las simbolizaremos con las letras minisculas

P,q,T,8,t, ceiinniinns
Ejemplos
a) p:43=12
b) q : Neruda fue un poeta chileno
c) r: 20=1
d) s:v 25 =-5
e) t : La ballenas son mamiferos acuéticos

Las proposiciones pueden ser verdaderas o falsas, no pueden tener
ambos valores de verdad a la vez, es decir

El grifico anterior es la llamada tabla de verdad de la proposicién p
Observacién

a) Si p es verdadero excluye el falso
b) Si p es falso excluye el verdadero
Definicién

Sea p una proposicién entonces p, ~p o Np
es la negacién de la proposicién p y es tambien una proposicion.

Ejemplo
a) p:2t=16 ; ~p: 24 £ 16
b) q : J.P. sastre fue un fil6sofo francés
~q : J.P. Sastre no fue un filésofo francés
c) r: -5 esun ndmero natural

~r: -5 no es un nimero natural
d) s : La Habana es la capital de Cuba
~s : La Habana no es la capital de Cuba
e) t: 2>-7 o~ 20 ¥ T
Ejercicio 2.-
Escriba la negacién de las proposiciones del Ejercicio 1 - 2

Proposicién 1.-



p |-p |-(-P)

TI
<

U 7
P q

D

ampolleta

Si p un proposicién entonces ~ (~ p)= p
Demostracién
Las tablas de verdad de p y ~(~p ) son iguales

Conectivos Légicos

Las palabras: "y ";"0";"y /o" : "si"; " entonces " ;" siy sélo
del lenguaje usual, sirven para unir dos o méds proposiciones simples,

se llaman conectivos l6gicos. La unién de dos o mas proposiciones
simples son llamadas proposiciones compuestas y el valor de verdad
depende de las proposiciones componentes.

n

1.- Conjuncién ( A)

Consideremos el siguiente circuito electrico compuesto por dos interrup-
tores (p v q) y una ampolleta, de modo que si éstos estan cerrado sea V
y si estdn abierto sea F.

Para que la ampolleta esté encendida, ambos interruptores deben estar
cerrados y en cualquier otro caso la ampolleta estard apagada, luego, la pro-
posicién compuesta p A q es verdadera si y s6losi p y q son verdaderas
y la tabla de verdad estd dada por:

Ejemplos
a) p:¥/ —1=-1; q:(-1D°=(-1"¥=1
luego
p AN q es V, dado que ambas proposiciones son
verdaderas
b) r : Roma es la capital de Francia
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s: 09=1
luego

r A s es falsa, dado que s es falsa

c) t : desolacién es un poema escrito por G. Mistral

u : J.L. Borges fue un escritor argentino

luego

t A u esV, dada que ambas proposiciones son

verdaderas

e) Si p A qesFyqesV entonces p es falsa
f) Sipes F y q esV entonces ~p A ~q es falsa
Propiedades de la conjuncién

Sean p , q , r proposiciones

a) PAq=qgAPp conmutativa

b) (p Aq ANr=p A (g A1) asociativa
c) PADP=D

d) pA ~p=F (Contradiccion)

Demostracion ( Mediante tablas de verdad )
a)
b)

Nota
Las proposiciones que siempre son falsas se llaman contradiccién

Ejercicios 3.-

1.- Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones
compuestas:
a) (5 < 2) A Paris es la capital de Francia — ...occoveeniennen
b) Existe la divisién por 0 y José Luis Borges fue un escritor
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mejicano e,
c) mem (7;5) =35 A 1es divisor de todos los nimeros

d) (2 4+ 5 =3) y La velocidad de la luz es 300.000 Km / seg

f) (5<3)A(-3>-5)
g) Z = Qy Calies una ciudad colombiana  .....cccccceiieerinnn,

h) El consecutivo de 2k es 2 (k + 1 ) A 5k + 2 es muiltiplo de 2

i) No es cierto que si Paris estd en Canada y Roma estd
en Ecuador

2.-  Encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones
compuestas
a) Si pesV,~qes F y res F;Hallar el valor de verdad de:
i) pA{a A (~1)}
i) ~pA[r A~(~ q)

b) Si ~pes F, qesF ,~resV y t es f; Hallar el
valor de
verdad de:
i) ~{tA~[~pA(~ann}
i) ~ gA~{~tA~[~pAT]}
c) Si pA(~q)es V. y qesF . Cuél es el valor de verdad
dep?
d) Si pA(~gqA~r)es Fy pesV.; Qué valores pueden tomar q
y r?

2.- Disyuncién incluyente ( V)

Consideremos el siguiente circuito electrico compuesto por dos interrup-
tores (p y q) y una ampolleta, de modo que si éstos estédn cerrado sea V
y si estdn abierto sea F'.

Para que la ampolleta esté encendida, es preciso que a lo menos una de los
interruptores esté conectado, de modo que, si ambos interruptores estan
abierto, entonces la ampolleta no se enciende, luego la tabla de validez es:
Ejemplos
a) p : La nieve es blanca ; q : Africa es un pais
luego



ampolleta

PuUq




pVq eV , puestoquepesV,qesF

b) r: 271 =2 ; s = J. Cortazar fue un escritor Uruguayo
luego
r Vs es F | puesto que ambas proposiciones son F

c) t : Caracas es la capital de Venezuela
u : 134431 es divisible por 11
luego

tVu es V, puesto que ambas son proposiciones V
Propiedades de la disyuncién inclusiva

Sean p,q y r proposiciones

a) pVg=qVp conmutativa
b) (pV @V r= pV (q V) asociativa
c) pV~p=V
d) pVPpPp=rp
Demostracién

¢)
Definicién
Si una proposicién simple o una proposicién compuesta es siempre
verdadera se dice que se trata de una tautologia.
Ejercicios 4.-

1.- Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones
compuestas:
a) (5 < 2)V Paris es la capital de Francia — ...ccocccoeveiienene
b) Existe la divisién por 0 V José Luis Borges es unescritor
mejicano e,
c) mem (7;5) =35 V 1es divisor de todos los nimeros

d) (2 +5=3) V La velocidad de la luz es 300.000 Km / seg



e) Sartre fue un Filosofo francés V La Luna es un planeta

f) (5<3)V(-3>-5)
g) Z = QV Cali es una ciudad colombiana  ......cccccoeniiinnneen.

h) El consecutivo de 2k es 2 ( k + 1) V 5k + 2 es multiplo de 2
i) med ((2x;4x ) =2x V { (20 =2'9) Vv (21 es divisor de 63)}
i) No es cierto que Paris estd en Canada V Roma esta

en Ecuador

2.-  Encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones
compuestas
a) SipesV,~qes F y res F;Hallar el valor de verdad de:

i) pv{aqVv (~1)}
i) ~pV[r Ve(~ q)
b) Si ~pes F, qesF ,~resV y t es f; Hallar el

verdad de:
i) ~{tV e p Vi~ a V)
i) ~ qV~{~ tV~[~ pVi]}
c) Si pV (~q)es V 'y qesF ., Cudles el valor de verdad

dep?
d) Si pv(~qV~r)es Fy pesV.; Qué valores pueden tomar q
y r?
Leyes de Morgan
a) ~(pAq =~pV ~q
b) ~(pVag =~pA~q
Demostracién
a)
p d4 ~(PAg = ~ pV~ ¢
vV V F F
VvV F A% A%
F V A% A%
F F A% A%
b)
p q ~(pVa = ~ pA~ q
vV Vv F F
vV F F F
F V F F
F F \% \Y%



Ejemplos
a) p: Vi= -2 ;q : C. Fuentes es un escritor mejicano
luego
i) ~(pVag =F
i) ~(pAa =V
b) r: 0 es divisible por 10
s: t es una letra vocal

luego

i) ~(rvs) =F

i) ~(rAs)=YV
c) Si ~(pVvg =F vy

q es F entonces pesV
y

d) Si ~(p A~q) es V pes V entonces q esV

Ejercicios 5.-
a) p: 14 es multiplo de 3 ; q : Julio Cortazar escribi6 Rayuela

s:(a-b)*= a%— b3

._1

|

w

W
—_

Il

|
Wl =

t: Vat+b® = a+ b2 u: COz es un gas del

calentamiento
global

Encuentre los valores de verdad de :
i) ~(pA~aq i) ~ (s A~u)
i) ~{rA~[p A~ (tV~ql}
iv) o~ 1V {sv~[qg A~ (uA~p)}
v) o~ tA {uv~[d A~ (~ uvep))
b) Si ~ (pAq e V y qes F entonces pes ...
c) Si pA~q e V y p es F entonces ~ (~p A q) es
d) Si ~ [p A~ (qV~ 1)] esV ; Cudles son los
probables valoresdep,q y r? ( justifique)
e) Si ~ [qV ~ (pA~ 1)] es F. ;Cuéles son los prob-

ables
valores dep,q y r (justifique)

Propiedades distributivas
Sean p,q y r proposiciones

a) pV(gAr) =(pVa A (pVr)
b) pA(aVvr) =(pAaqg VvV (pA
Demostraciéon ( Sélo a )
a)

11



M%JJF

P

ampolleta

~

/U

p

,\ C‘\D

ampolleta

P q r pV (g A1) = (pAg V (pAT)
vV oV \% \Y% \%
vV oV F Y% \%
V. F \% \% \%
V. F F \% \%
F Vv \% \% \%
F vV F F F
F F \% F F
F F F F F

Graficamente, las propiedades distributivas se pueden representar en forma
de
circuito de la siguiente forma

a) pvV(qAr)

b) pA(qVr)

Ejercicios 5.- Describa usando simbologfa 16gica los siguientes cir-
cuitos
a)
b)
c)
d)
Definicién

12



p
o \ U
q
a9y y
o/ s
r \ \W
\'
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Las proposiciones compuestas que no son tautologias ni contradicciones
se llaman contingencias.

4.- Disyuncién excluyente ( V)
Consideremos el siguiente ejemplo

p : Hoy a las tres iré al teatro
q : Hoy a las tres iré a la playa
luego

Hoy a las tres iré al teatro o iré a la playa
claramente "o" es excluyente dado que no se pueden cumplir
ambas proposiciones a la vez, luego la tabla de verdad para
p Y q estd dada por:

io)
1<
le]

< <g
n1<w<@
H< <

De la tabla de verdad, se puede concluir que la proposiciéon p Y q es V si
y sélo si
una de ellas es V y falsa en los otros casos.
Ejemplos
8
a) p:242=5 q: 9 es un nimero racional

u \ S una pr icién verader
luego v es una proposicion veradera

b) p:3+1=4;q: 0°=1 ; r: Valparaiso es patrimonio
de la humanidad

luego (pAr)Y (q V r) esunaproposicion F ( ; Porque ?)

Propiedades
a) pY¥(q¥r) =(p¥q) ¥Yr
b) pYp=PF contradiccién
c) pY~p=V tautologia
d) PYV,pVYF son contingencias

Ejercicio 6.-
a) Encuentre las tablas de verdad de :
) pY¥(a¥r)

i) p¥(qvr) vy (PYqVeYr) ;Que

concluye ?
i) pY¥(@Ar) vy (pYgnrlp¥Yr) (Que

concluye ?
b) Sean p(V),q(F); ~r(F) Encuentre el valor de

verdad de :

14



) pY¥(qY¥r)
i) pY¥(qAr)
i) pVvVi(gqV¥Yr)
iv) ~[p ¥ ~(qY¥r)
c) Sean
p: vV-8 = =2 ;q:(a+1)2:a2+1;r:

24.0-2 =96 S: 1:2 =4
Hallar el valor de verdad de:

i) pY(qVYs) i) p
iii) pAl(qYr)VYe~s iv) p

1< I<
le}
<<
—~
=
>
n
=

5.- Condicional ( =)

Sean p y q proposiciones, la proposicién " si p, entonces q " ,se llama

proposicién
condicional y se anota:
P = q

donde
p es el antecedente o hipotesis
q es el consecuente o tésis

Consideremos el siguiente ejemplo:
" Si me saco el loto,entonces me compro un auto "

Veamos las 4 posibilidades.
a) Me saqué el loto y me compré el auto
En este caso se cumplié la promesa y la proposicion
si p, entonces q es V, es decir,
VvV =V
\Y

b) Me saqué el loto y no compré el auto
En este caso no se cumplié la promes y la proposicién
si p, entonces q es F, es decir,
V = F
F

No me saqué el loto, pero me compre el auto

c)
En este caso se cumplié la promesa a pesar de no haberse

sacado el loto
y la proposicién si p, entonces q es V, es decir,

F =V
A%
d) No me saqué el loto y no me compré el auto

En este caso no se rompié la promesa y la proposicién si p,

entonces q es V.

15



F = F
A%
Considerando el ejemplo, podemos decir que la tabla de verdad de p
= q, es:

p q p =9
A% A% \Y%
A% F F
F \Y% \Y%
F F \Y%

Las proposiciones condicionales son muy importantes en matematica y

existen
varias maneras de enunciarlas, entre ellas

Si p, entonces q
p sélo si g
P = q : q sip
p es suficiente para q
q es necesario para p
Ejemplos
a) Si dos rectas no son paralelas en un plano, entonces se in-
tersectan en un punto

Esta proposiciéon en Geometria se puede escribir usando la légica

simbdlica:
Lilo€ep, Lin Lo = LinN Ly = {P}
b) Si a es un entero positivo, entonces a? es mayor que cero
a€ Zt= a?>0
c) Si estudias clase a clase, entonces te hard mas fécil la com-
prension

de los temas.
d) Six2 +9 =0 entonces tiene solucién vacfa en reales.
Si x*+9=0 = S=¢g

Propiedades de la condicional

a) p=q =~pVg
b) {p=9)A(q=r) } = (p=r) Propiedad transitiva
La propiedad transitiva es conocida también como el método
directo de demostracién.

o (=~p) = ~p

d) (~p=p) =p

e) (p=q)=(~p=> ~q) llamado contrapositivo

16



Esta propiedad es conocida también como el método indi-

recto
de demostracion.
f) [p=(pVq)] =V esdecir es una tautologia
g) [(p=q) A (~p)]= F esuna contradiccién y también es
un método

de demostracién, observe que se niega la hipotésis y se

mantiene el valor
de verdad de la tésis, llegando a una contradiccion, la

que nace de haber
negado la hipotésis.
h) [p A(p=q)]= q Modus Ponens

i) [~ a A(p=q)]= ~ p  Modus Tolens
5.- BICONDICIONAL

La proposicién compuesta obtenida al unir dos proposiciones simples

por medio de la palabras
"....Siy sélo si... ", se llama bicondicional y se utiliza el simbolo < .

Esta proposicién compuesta es equivalente a la formas:
Sean p, q proposiciones
p< q=[(p=adA (a=p)

De lo anterior se establece la siguiente tabla de verdad:

P q P& q
vV v \%
V F F
F V F
F F \%

Otra forma de expresar la bicondicional en el lenguaje usual es,
" p es condicién necesaria y suficiente para q "
Propiedades de la bicondicional
Sean p,q y r proposiciones

a)  (pe q)e[(p = Pr (a4 =
b) (pe a)A(ge 1) ©(q & 1) Propiedad
transitiva
c)  (pea)e(aep)
d) [pA(pvale p
PV(pAQ)le p Principios de absorcién

17



i) (pPUx)U(qUz) ii)(a0 z)p (rUy)

Ejercicio 7.-

1.- Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones
compuestas:
i) 5 < 2 6 Paris es la capital de Francia ...l
ii) Existe la divisién por 0 y José Luis Borges es un escritor
argentino L,

iii) mem (7;5)=35y1 esdivisor de todos los nimeros

seg

v) Enrique Lafourcade es un escritor y Neruda es un poeta

contempordneo L.
vi ) Sartre fue un Filosofo francés o La Luna es un planeta

vii) (B<3I)A( -3>-5)
viii ) Z C Qy Cali es una ciudad colombiana ~ ........ccccceeernnnns

ix ) El consecutivo de 2k es 2 (k + 1 ) A (5k + 2)es
multiplo de 2

X) Si Colo Colo es un equipo brasilero, entonces el trépico

de céncer estd
en el hemisferiosur L.
xi) No es cierto que si Neruda es dramaturgo si y sélo si

Eduardo Gonzalez
escribié La Divina Comedia. ...ccoovevvvieiiiiinnennnn.

2.- Si p,q ,r son proposiciones verdaderas y x,y,z son proposiciones falsas,
encuentre el valor de verdad de las siguientes proposiciones compues-

tas.

i) ¢ Qué valor deben tener r y q de modo que la proposicién
ii ) { Qué valor debe tener p para que la proposicién
iii ) § Qué valor deben tener q y p de modo que la proposicién

Sea falsa
iv ) ¢ Qué valor de verdad debe tener r y s de modo que la proposi-

cion

18



iii) |_(p|3 q)Uu(r O x)JU[(qb y)U(rp z)]
iv) {[(pb X) P q]ID y}U r

V) xUr Vi) [(pU z)U q]U X
Vi) I_(pCJ q)U(rb (qu))qu——U_z

viii) xU{qU[rU(yU<pUz>)]}
i) [(pID q)U{qID xU(y U r)}]U X

aU[f) U{pU(qu)}] sea V?

pU(QUF) sea F ?

(pUa)b p?
r 0 (sp [ro{épF}]) sea F ?

19



ub ‘uU U) sea V ?
BL_'J(qID [rUp]) sea Falsa ?

v ) ¢ Qué valor de verdad debe tener u de modo que la proposicién

vi ) ¢ Qué valor de verdad debe tener deben tener p , q y r de
modo que la proposicién

4.-
i) Si q= ( ~r=~p) es una proposicién falsa, determine el
valor de
verdad de:
(PA~q) <= [~pY(~rVq)
ii) Se sabe que p es verdadero. determine para que valores de q y r
la
proposicién
(a=1)= (pVa)
Observacién
(pva = ~(pVa
iii) ., Para qué valores de p y (q la siguiente proposicién es falsa 7
o = (T vp)
iv) Se sabe que p es una proposicion falsa. j Qué valor de verdad
debe tener q para qué la siguiente proposicién sea verdadera ?
(p= q)A(p&=q)
v) ., Para qué valores de p, q, r, la siguiente proposicién sea falsa
?
[(pAq)=> (715* !r)] = ( q = *13*)
9.- Escriba la negacién de las siguientes proposiciones
6.- Simplifique las siguientes expresiones

a) pUg b)  (pUg)r
0 (pa)kpr d (PO q)ur
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a)

GUq)'Jb f) (ppq)p @L‘Jr}

(PO a)0 @pp) N (U PT

pp (F O (pUd)) b) ve [pU(pUp)]

c) pU(pD pUa) d) qU[qU(VUE)]
) [(Pua)e (pUa)]C (PUa)

f)  pk (pUg)g) (pP a)p (pUQ)

h) {(pbq )U(rb a)}U(rD E)

) [ao{(rua)ual]o (avr)

D VU{FO [ve (FUQO[FOV))]}

) pp {ap [pp ((ap (pP a) P p)]}

h {aor)o (a0 r)}o (re q)

m  (pp a)p (pUq)

) (pP q)U [50(5 05)]05
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a)

7.-

5.-

6.-

pp (F O (pUa)) b) Vb I_pL'J ToUp)J

c) pUlpk (ﬁJ_ﬁ) d) qUEqU(VUﬁ)]
o [(Pua)e (pUq)]o (pu7)

f) pp (pUq)g) (pP a)p (pUT)

h) (pP g )U(rbﬁ }U(rb To)

) [a0{(pUq)ua}{0 (qur)

i) VU FOFVD<FUQ/0|FL_’JV|)>"}

k) pb%qb ipb(mb(pb q)>Dp)ﬂ

) gqor)o(ﬁﬁlf»ﬂ(rbq)

m  (pp a)p (pUg

n (PP a)u[pu(aum)us

Simplifique las siguientes expresiones
determine si las siguientes proposiciones son tautologia,contradicciones

contingencias.
Completar las siguientes proposiciones
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pb (PUFUP) b)
(pP )0 (pUq) d)
tqulpp (pUa)]gb (puq)

pU (pUV)
pU(pP p)

vUpO ... B pUPO e,
PUFU ....covnee. d) [pID FO PP ...
pUPU ..., f)  pUPO oo,
(p0 p)........ N NOFD .
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