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NUmero primo de Marin Mersenne

Se dice que un nimero M es un numero de Mersenne si es una unidad menor que una
potencia de 2. M, =2"— 1.

Un ndmero primo de Mersenne es un numero de Mersenne que es primo.
Se denominan asi en memoria del filésofo del siglo XVII Marin
Mersenne quien en su Cognitata Physico-Mathematica realizd una serie
de postulados sobre ellos que s6lo pudo refinarse tres siglos después.
También compilé una lista de nameros primos de Mersenne con
exponentes menores o0 iguales a 257, y conjeturd que eran los Unicos
nameros primos de esa forma. Su lista solo resultd ser parcialmente
correcta, ya que por error incluyé Mgz y Mzsz, que son compuestos, y omitio Me1, Msg, Y Mioy,
gue son primos; y su conjetura se revelaria falsa con el descubrimiento de nimeros primos de
Mersenne mas grandes. No proporciond ninguna indicacién de como dio con esa lista, y su
verificacion rigurosa sélo se completé mas de dos siglos después.

Actualmente (abril de 2011), s6lo se conocen 47 numeros primos de Mersenne, siendo el
mayor de ellos My3112609 = 243'112'609—1, un namero de casi trece millones de cifras. El nimero
primo mas grande que se conocia en una fecha dada casi siempre ha sido un nimero primo de
Mersenne: desde que empezé la era electronica en 1951 siempre ha sido asi salvo en 1951 y
entre 1989y 1992.

Cuando Marin Mersenne contaba con 56 afios de edad publico un libro titulado Cogitata Physico-
Mathematica en cuyo prefacio comentaba que los primeros primos de la forma 27 — leran los que
correspondian a p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 y 257. Las comprobaciones hasta p=19 no
fueron demasiado problematicas, pero a partir de ahi los célculos tenian ya cierta entidad.
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En 1774, Euler prob6 que M1 = 2*" — lera un nimero primo, por lo que Mersenne iba bien en su
prediccion. Mas adelante, en 1876, Lucas demostraba que 1127 = 2'*7 — Ttambién era un niimero
primo. No iba mal Marin Mersenne.

Pero poco después la prediccion de Mersenne se torcié un poco, ya que en 1883 Pervushin

__ nfl . T , .
demostraba que a1 = 2" — lera primo, hecho que significaba que Mersenne se habia dejado un
primo por el camino. Pero bueno, al parecer habia acertado en todos los que habia calificado como
numeros primos... {Un momento, faltaba el Ms7! ;Qué pasd con élI?

En 1903, en una de las reuniones de la American Mathematical Society, un matematico desconocido
hasta la fecha llamado Frank Nelson Cole present6 un trabajo titulado Sobre la factorizacion de
grandes numeros. Cuando el Presidente de la AMS llamé a Cole para que expusiera su trabajo, éste
se coloco delante de una pizarra y comenzd a calcular a mano 2 elevado a 67 (vamos, multiplicé 2
por si mismo 67 veces) sin pronunciar ni una palabra. Cuando terminé rest6 1 al nimero obtenido,
dejando escrito el resultado final. Después se dirigié a una zona de la pizarra que no estaba utilizada
y, todavia sin decir palabra ni frase alguna, realizé a mano la siguiente
operacion:

193707721 - TE1838257287

Cuando concluyé la multiplicacion se pudo comprobar que el resultado
coincidia con el obtenido anteriormente. Esto es, Cole habia probado que
Mgzno era un nimero primo. Hecho esto, Cole se volvié a sentar sin
decir absolutamente nada y los asistentes a su presentacion le dedicaron
una calurosa ovacion.

Frank Nelson Cole

Por cierto, méas adelante Cole comentd que encontrar esos dos factores le

habia llevado “tres arios de domingos”.

Actualmente, el mayor primo de Mersenne que se conoce es Mz 112,600 = 22125 _ 1 que tiene
12.978.189 cifras. Se trata del 47° primo de Mersenne conocido y su descubrimiento se anuncio el
23 de agosto de 2008. De momento no se conocen mas. Esta es la Tabla de primos de Mersenne
conocidos hasta el momento, con los datos de su descubridor y afio de descubrimiento.
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Lista de los numeros primos de Mersenne conocidos
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Graéfico que representa el numero de cifras de cada uno de los primos de Mersenne conocidos.
Notese que la escala vertical es logaritmica.

lo 7 T T

lasDE |-

100000

10000 |

1000 | 1

1850 10860 1870 1560 1530 2000 210

Gréfico del numero de digitos del primo de Mersenne mas grande que se conocia cada afio
(era electronica). La escala vertical es logaritmica.
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La siguiente tabla muestra los nUmeros primos de Mersenne conocidos:
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521

607

1.279

2.203

2.281

3.217

4.253

4.423

9.689

9.941

11.213

19.937

21.701

23.209

44.497

686479766...

531137992..

104079321...

147597991..

446087557...

259117086..

190797007..

285542542..

478220278..

346088282..

281411201..

431542479..

448679166..

402874115..

854509824..

115057151 157

.031728127/183

168729087 386

.697771007 664

132836351 687

1909315071 969

.350484991 1.281

.608580607 1.332

225754111 2.917

789463551 2.993

.696392191 3.376

.968041471 6.002

511882751 6.533

779264511  6.987

.01122867113.395

30-01-1952 Robinson (SWAC)
30-01-1952 Robinson (SWAC)
25-06-1952 Robinson (SWAC)
07-10-1952 Robinson (SWAC)
09-10-1952 Robinson (SWAC)
08-09-1957 Riesel

03-11-1961 Hurwitz
03-11-1961 Hurwitz
11-05-1963 Gillies

16-05-1963 Gillies

02-06-1963 Gillies

04-03-1971 Tuckerman
30-10-1978 Noll y Nickel
09-02-1979 Noll

08-04-1979 Nelson y Slowinski
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28 86.243

29 110.503

30 132.049

31 216.091

32 756.839

33 859.433

34 1.257.787

35 11.398.269

36 2.976.221

37 3.021.377

38 16.972.593

39 13.466.917 924947738..

4011 20.996.011 125976895..

418 24.036.583299410429..

536927995..

521928313..

512740276..

746093103..

174135906..

129498125..

412245773..

814717564..

623340076..

127411683..

437075744..

433438207 25.962

465515007 33.265

.730061311  39.751

.815528447 65.050

544677887 227.832

.500142591 258.716

.089366527 378.632

451315711 420.921

729201151 895.932

024694271 909.526

924193791 2.098.960

256259071 4.053.946

855682047 6.320.430

733969407 7.235.733

25-09-1982 Slowinski

28-01-1988 Colquitt y Welsh
20-09-1983 Slowinski

06-09-1985 Slowinski

19-02-1992 Slowinski y Gage
10-01-1994 Slowinski y Gage
03-09-1996 Slowinski y Gage
13-11-1996 GIMPS / Joel Armengaud
24-08-1997 GIMPS / Gordon Spence
27-01-1998 GIMPS / Roland
_ Clarkson

01-06-1999 ﬁ;\fgtf’/v o e
14110001 SIMBS [ Micheel
17-11-2003 GIMPS / Michael Shafer
15-05-2004 GIMPS / Josh Findley
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421125 964.951122164630...577077247 7.816.230 | 18-02-2005 GIMPS / Martin Nowak

GIMPS / Curtis Cooper y

1 -12-
43— 30.402.457 315416475...652943871 9.152.052 | 15-12-2005 Steven Boone

GIMPS / Curtis Cooper y

il -09-
44— 132.582.657124575026...053967871 9.808.358  04-09-2006 Steven Boone

GIMPS / Hans-Michael

1 -09-
45— 37.156.667202254406...308220927 11.185.272 06-09-2008 Elvenich

GIMPS [/ Odd M.
Strindmo

4611 42.643.801169873516...562314751 12.837.064 | 12-04-2009

4741143.112.609 316470269...697152511 12.978.189 | 23-08-2008 GIMPS / Edson Smith

*No se conoce si existen mas numeros primos de Mersenne entre el 39 (Miz4669017) Y €l 47
(Ma3112609) POr lo tanto, esta tabla es provisional. Por poner un ejemplo histérico, el 29°
namero primo de Mersenne fue descubierto despues del 30°y el 31°.

Si n es compuesto, entonces M, es compuesto.

Demostracion
Si n es un numero natural, por el teorema binomial se tiene:

n—1
M —d" = (e—d)Y FantF
i

r=A{)

Tomandoc=2,d=1yn=ab (a b>1),setiene:
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b—1
A'F'an _ *'-I‘l":{ﬂ-l'? _ 2.'14’;_1 _ (24'1)4';_14'; _ (2:1_1) Z(zu)ﬁ'lb—l—ﬁ' _ (2.'1_1)(1 | 24’1 | 22;1
F=1)

2% — 1 es mayor que 1 porque se ha procurado que a es estrictamente mayor que 1, y la suma

: eyl m2a ey aib—1)a ., . .,
1427427 +27 + ...+ 2 también lo es. Por tanto, se tiene una factorizacion de
M, asf que M, es compuesto.

Observacion: Por contraposicion, si M, es primo, entonces n es primo. Esto facilita la
basqueda de nuevos nimeros primos de Mersenne My, ya que sélo hay que comprobar la
primalidad de aquellos para los que n es primo.

Si p es un numero primo distinto de 2, cualquier primo g que
divida a 2r-1 debe ser uno mas que un maultiplo de 2p.
Esta proposicion también se cumple si 2P — 1 es primo.

« Ejemplo I: 2° —1 =31 es primo, y 31 es igual a 1 mas un miiltiplo de 2-5.
. 11 .
e Ejemploll: 2 — 1 =23 -89 siendo:

23=1+2-11
89=1+8-11
23:89=1+186-11

Demostracion

Si g divide 2p - 1, entonces 2p = 1 (mod q). Por el Pequefio Teorema de Fermat, 2(q - 1) =1
(mod q). Supongamos que existe un p que no divida g — 1. Entonces, como p y  — 1 deben ser
primos entre si, una nueva aplicacion del Pequefio Teorema de Fermat muestra que (q — 1)(p
—1) =1 (mod p). Por tanto, existe un namero x = (q — 1)(p — 2) tal que (g — 1)'x =1 (mod p), y
por tanto un nimero k tal que (g — 1)-x — 1 = kp.

Como 2(q— 1) =1 (mod q), al elevar ambos lados de la congruencia a la potencia X resulta 2(q
—1x =1,y como 2p =1 (mod q), al elevar de nuevo ambos lados de la congruencia a la
potencia k resulta 2kp = 1. Por tanto, 2(q — 1)x + 2kp = 2(g — 1)x — kp =1 (mod q). Pero por
definicién (q — 1)x — kp =1, lo que implica que 21 =1 (mod q); en otras palabras, que g divide
1. Con esto, la premisa inicial de que p no divide g — 1 es insostenible.

Si p es un numero primo distinto de 2, cualquier primo q que
divida 27 — 1 es congruente con +1 (mod 8),
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Demostracion

2> *'1 = 2(mod q), asi que 2® * Y /2 es una raiz cuadrada de 2 médulo g.
Por reciprocidad cuadrética, cualquier médulo primo del cual 2 tenga raiz cuadrada es

+1  (mod 8)

congruente con

Desmentida la conjetura original de Mersenne (que establecia una lista de nimeros primos de
Mersenne menores o iguales que Mjs7 y afirmaba que no existian mas que esos), han surgido
otras preguntas abiertas relacionadas con la caracterizacion de estos nUmeros. En particular,
la conjetura de Bateman, Selfridge and Wagstaff (1989) también recibe el nombre de ""Nueva
conjetura de Mersenne".

Nueva conjetura de Mersenne

La Nueva conjetura de Mersenne o Conjetura de Bateman, Selfridge y Wagstaff (Bateman et
al. 1989) establece que para cada numero natural impar p, si se cumplen dos de las siguientes
condiciones, también se cumple la tercera:

1. p=2"+1o0p=4“+3paraalgin nimero natural k.
2. 2°—1 es primo (un niimero primo de Mersenne).
3. (2°+1)/3esprimo (un numero primo de Wagstaff).

Si p es un ndmero compuesto impar, entonces tanto 2° — 1 como (2° + 1)/3 son compuestos.
Por tanto, solo es necesario examinar nimeros primos para verificar esta conjetura.

Se puede pensar que la nueva conjetura de Mersenne es un intento de rescatar la centenaria
conjetura original de Mersenne, que se demostrd falsa. Sin embargo, segun Robert D.
Silverman, John Selfridge declaro que la NCM es "obviamente cierta™ ya que fue elegida con
el fin de encajar en los datos conocidos y los contraejemplos mas alla de esos casos son
progresivamente mas improbables. Se puede considerar mas como una observacion que como
una pregunta abierta en busca de respuesta. Su pagina web contiene la verificacion de los
resultados obtenidos hasta este numero.

Conjetura de Lenstra—Pomerance—Wagstaff

Lenstra, Pomerance y Wagstaff han conjeturado que no sélo existe un nimero infinito de
primos de Mersenne, sino que el niumero de primos de Mersenne con exponente p menor que
X se puede aproximar asintéticamente por

€7 ogy(2),

donde v es la constante de Euler-Mascheroniy €’ = 1.781072417990197. ..
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Relacion con otras categorias de numeros

NuUmeros perfectos

Euclides, muchos siglos antes que Mersenne, ya conocia estos niUmeros y encontrd una fuerte
relacion entre ellos y los numeros perfectos. Si M es un numero primo de Mersenne, entonces
M:(M+1)/2 es un namero perfecto. Asimismo, Euler demostro en el siglo XVII1 que todos los
nameros perfectos pares son de la forma M-(M+1)/2. No se conocen en la actualidad nimeros
perfectos impares, y se sospecha que no existe ninguno.

NUmeros dobles de Mersenne

Un numero doble de Mersenne se define como:

My, =271 -1
donde p es el exponente de un numero primo de Mersenne.
NUmeros repunit
Los numeros repunit (del inglés repeated unit, **unidad repetida’) son los que, en una base

dada, se representan como una cadena de unos. Los niumeros de Mersenne son los nimeros
repunit en el sistema binario.

Otras curiosidades.

Golbach, propuso una famosa conjetura, conjetura que se conoce precisamente como “conjetura
de Golbach”, que la suma de dos niimeros primos es siempre un nimero par.

Es precisamente una conjetura, porque ninglin matematico ha podido demostrar esta proposicion.
Pero, jFunciona!

Probemos: 7 +5=12

23+31=54

iInténtelo con otro par de nimeros primos.
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El monje Francés Mensenne (1588-1648) , advirtié que hay muchos niimeros primos que tienen la
forma: 2P — 1, donde p es un numero primo.
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Durante muchos afios se crey6 que 1 era primo, pero el matematico Cole (1861-1927) en

una reunion de la American Mathematical Society , en 1903 calculo el valor en un extremo de una pizarra
y en el otro extremo efectudé la multiplicaciéon 193.707.721 x 761.838.257.287. iLos resultados eran los
mismos!

En 1985, se detecté el 232 primo de Mersenne, esto es: 2116091 — 1 este nimero en esta
oportunidad se incluyé en un matasello postal (estampilla)

El Gltimo nimero primo de Mersenne obtenido recientemente corresponde a 21398269 — 1 | este
numero contiene 420.921 digitos. Si este nimero se escribe con la separacién acostumbrada tendria una
longitud de {600 metros!

Algunas curiosidades de los nimeros primos:

Todo niimero primo es un multiplo de seis mas/menos la unidad. Esto es:6 + 1 (exceptuando los
nimeros primos 2y 3)

Probemos:
17=6x3-1
23=6x4-1

31=6x5+1

Primos gemelos: cuando la diferencia entre dos niimeros primos es exactamente 2, se dice que estos
numeros son “primos gemelos”

Ejemplo: 7 y 5 son primos gemelos

Divisores de un nimero: conjunto de niimeros que dividen exactamente a un nimero.
Ejemplo, los divisores de 18 son:1,2,36,9y 18

Numero perfecto: si la suma de los divisores, exceptuando el propio nimero como divisor, da el propio
numero, se dice que el nimero es jPerfecto!



Ejemplo 6, porque los divisores de 6, a excepcion del 6,son1, 2 y 3, cuyasumaes: 1+2+3 =6

Numeros amigos: cuando la suma de los divisores de uno de ellos (exceptuando el propio nimero)
corresponde al otro nimero, y la suma de los divisores de este (exceptuando el propio niimero)
corresponde al primero.

Ejemplo 220 y 284 son amigos, porque
Divisores de 220,son:1,2,4,5,10, 11, 20, 110y 220, cuya suma : 1+2+4+5+11+20+110 =

Divisores de 284, son:

MCM (maximo comun multiplo de un conjunto de niimeros) corresponde al menor de los nimeros que
es divisible por un conjunto de otros nimeros)

Ejemplo el MCM( 60 y 48 ) es 12, pues 60 es divisible por 12 y también 48 lo es. Y este es el mayor de los
muiltiplos.

Lo curioso es que el producto del MCD por el MCM de un par de nimero corresponde al producto de los
numeros, esto es:

Ejemplo: MCD(18, 12) =6
MCM(18,12) =36
Entonces 6 x 36 =216
Que coincide con el producto de 18 x 12 = (18+2)=20 x 10=200+ 16 = 216

iOtra que funciona!

Y continua la historia de los nimeros primos:

EL MAYOR NUMERO PRIMO CONOCIDO

Numero primo es aquel nimero natural mayor que uno que sélo es divisible por él mismo
y por la unidad. Por ejemplo, los primeros niumeros primos son: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, ...



El Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que cualquier nimero no primo
(compuesto) puede escribirse de una Unica manera como producto de ndameros primos. Por
ejemplo: 70 = 2.5.7 . Los numeros primos son, por tanto, los cimientos sobre los que se construye
todo el edificio de la Aritmética, razon por la cual constituyen el objeto central de su estudio.

-

Ya Euclides, en el siglo 111 a.C., demostro de un modo sencillo y elegante que hay infinitos

nameros primos, es decir, siempre hay uno mayor que cualquiera que encontremos por muy
grande que sea. A partir de entonces ha atraido en gran manera a los matematicos y aficionados a
esta disciplina la idea de obtener una formula que nos permita expresarlos todos o al menos un
conjunto indefinido de ellos, algo que no se ha conseguido.
Si que hay métodos para ir formando ordenadamente la sucesion de los niameros primos y
actualmente con la ayuda del ordenador se puede ir generando estos nimeros con una enorme
rapidez, pero no existe un procedimiento de calculo que nos diga cual es el nimero primo que
ocupa un determinado lugar en la sucesion. Si que sabemos que entre los mas grandes cada vez
son mas escasos los numeros primos. Hay 25 entre los 100 primeros naturales, 21 entre los 100
siguientes, etc..

El primer método de construccién de los nimeros primos que se conoce es el debido al
matematico griego Eratostenes de Cirene, quien en el siglo 111 a.C. dio un método para seleccionar
nameros primos, que consistia en ir tachando los ndmeros que no son primos de la sucesion
ordenada de los nimeros naturales.

Si cogemos los 100 primeros nimeros naturales y aplicamos lo anterior tenemos lo que se conoce
como Criba de Eratostenes. Para su construccion ordenamos dichos nimeros formando seis
columnas. A continuacion procedemos del siguiente modo:

© Se tacha el 1, que no es primo.

@ Eliminamos los multiplos de 2, excepto el 2, es decir los nimeros de las columnas 22, 4%y 62 .

© Se eliminan los multiplos de 3, salvo el 3 (columna 32, pues la 62 ya esta eliminada).

® Quitamos los multiplos de 5, salvo el 5, y los multiplos de 7, excepto el 7. Tanto unos como

otros se encuentran formando diagonales.

Los que van quedando son los que constituyen la sucesion de los nUmeros primos, que como
podemos observar en el grafico presentan una cierta regularidad, aunque no lo suficiente como
para encontrar una expresion matematica que nos permita su construccion.






Si que existen algunas formulas que nos dan un numero finito de nameros primos como la
descubierta por Euler en el siglo XVIII, , que da numeros primos desde hasta . El récord actual de
polinomios cuadraticos que dan numeros primos para valores consecutivos de n lo ostenta el
polinomio de Ruby: , que da 45 primos paran =0, 1, 2, ...., 44, pero es compuesto para n = 45.
412++nn0=n39=n|275381036|>+—nn

Goldbach probo en 1752 que ningun polinomio (y Legendre que ningln cociente de polinomios)
en una variable y de coeficientes enteros es primo para todo n. En otras palabras, no existe
ninguna “férmula sencilla” que genere sélo nimeros primos.

Podemos decir que antes de la llegada de los ordenadores el mayor de los niameros primos
127

conocidos era el numero de Mersenne 2 -1, que posee 39 cifras. Los nimeros de Mersenne
(monje francés que desarroll6 sus estudios sobre niumeros primos en la primera mitad del siglo
XVII) son de la forma 12—r. Para que estos nimeros sean primos es necesario que p también lo
sea, pero no es suficiente.

A partir de entonces el récord se ha ido batiendo continuamente hasta llegar a diciembre de 2005
en el que se obtuvo el que hasta la fecha es el mayor nimero primo conocido. Este ha sido
descubierto por una pareja de cientificos norteamericanos, los doctores Curtis Cooper y Steven
Boone, y posee un total de 9.152.052 cifras, con lo que se han acercado enormemente a los diez
millones de cifras que es la meta para ganar los 100.000 $ destinados a quienes lo consigan. El

namero encontrado es el 43° primo de Mersenne conocido hasta ahora y viene dado por:
30402457

2 -1.

Actualmente, los nimeros primos se usan en la creacion de sistemas de seguridad para
computadoras: cuanto mas altos son, mas seguridad ofrecen. La dificultad de encontrarlos es que
entre un numero primo y otro no existe un intervalo previsible, por lo cual la busqueda de los
mismos ha intrigado a mateméticos de todas las épocas. Sin embargo, este reciente
descubrimiento no podria ser utilizado por una computadora casera actual, que necesitaria
cientos de afios para poder calcularlo. Cooper y Boone pertenecen a un grupo virtual mundial
conocido como GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search o gran busqueda de primos
Mersenne por Internet) que convoca a unos 200.000 informéticos independientes, dispuestos a
donar el tiempo libre de sus computadoras para realizar este tipo de célculos.



